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9.6 Des données al'objet : le probleme inverse

9.6.1 Introduction

Généralement les données fournies par I'observation nesmondent pas direc-
tement a la grandeur physique d’intérét, mais lui sont ligasdes lois physiques
connues. Un exemple représentatif est I'analyse de framdk, c’est-a-dire la mesure
d’'aberrations (propres a un télescope ou dues a la turbejleadt’aide d’'un analyseur
de Hartmann-Shack : la grandeur physique d’intérét est és@h dans la pupille du
télescope, qui représente les aberrations. Les donnéekesqentes moyennes de la
phase sur chaque sous-pupille du Hartmann-Shack selondieaxions perpendicu-
laires, que I'on peut concaténer dans un vecielre calcul des pentesconnaissant
la phasep est unprobleme directclassique en Physique, qui nécessite le choix d’'un
modele de formation des donnéesi modéle direct

Estimer ou « remonter a » la phagex partir des pentesest leprobléme inverse
correspondant, qui nécessite d'inverser le modele de fimmdes données. Le choix
de ce modele direct n’est pas toujours uniqguement dictéad@nysique, il peut résulter
d’'un compromis entre le souhait d’'une modélisation fine damées et le codt lié a
l'inversion. Dans I'exemple ci-dessus, on peut envisagdilider un modéle de propa-
gation diffractif lors de la conception de I'analyseur maisse restreindra a un modeéle
d’optique géométrique pour I'estimation des aberraticarssde calculateur temps-réel
d’une optique adaptative, car celui-ci conduit & un modéldehnées linéaire (en fonc-
tion des aberrations a mesurer), d’'inversion aisée.

On le verra dans la suite, I'inversion peut souvent tirertipdeés connaissances
statistiques sur les incertitudes de mesures, que I'on lisedgénéralement comme
des bruits. Un modéele direct complet inclut donc la modébsede la formation des
données jusqu’a la détection, voire jusqu’au support deksige dans le cas de trans-
mission des données avec compression. Il prend ainsi entedmpruit photonique,
le bruit du détecteur, le bruit de quantification du numéniske bruit éventuel de com-
pression, etc.

Le traitement de données expérimentales, en Physique argcutier en Astrono-
mie, consiste donc essentiellement a résoudre un probléreese, en pratique apres
une étape de « réduction » ou pré-traitement des donnéeddednri est de corriger les
défauts instrumentaux de fagon a ce que les données pugtseadrrectement décrites
par le modéle direct adopté.

Les méthodes d’inversion naives ont souvent la caradtgrest’étre « instables »
au sens ou l'inévitable bruit de mesure est amplifié€ de mameén contrdlée lors de
l'inversion, et conduit & une solution inacceptable. Dansas ou les données seules ne
suffisent pas a obtenir une solution acceptable, il est ségesle développer des mé-
thodes d’inversion plus sophistiquées ditégulariséegjui incorporent des contraintes
supplémentaires pour imposer a la solution une certaindagte compatible avec nos
connaissancespriori sur celle-ci.

Concevoir explicitement le traitement de données comnmmvdiision d'un pro-
bleme direct est généralement tres fructueux. Cela obligmaéliser 'ensemble du
processus de formation de données pour le prendre en comapsel'thversion. Cela
permet aussi d’analyser telle ou telle méthode existanta g@iarticulier d’en explici-
ter les hypothéses sous-jacentes. Cela permet enfin devoindes méthodes tirant
parti a la fois des connaissances sur le processus de fomu#s données et de celles

1ranalogue pour des mesures quelconques du modéle de formus images pour un instrument ima-
geur.
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que 'on aa priori, c’est-a-dire avant de faire les mesures, sur la grandeysipbe
d’intérét.

Dans la suite, nous présentons des notions de base et autilalporder la résolu-
tion d’'un probléme inverse. Des articles de référence peledteur intéressé par les
problémes inverses sortt, [2]. Pour aller plus loin un ouvrage pédagogique trés com-
plet est B] ou [4], dont cette introduction s’inspire en partie. Le champpgblication
de ces outils est trés vaste, comme en témoignent par exdespdbapitres applica-
tifs (10 a 14) de ces références. Dans le cadre du préseragepnes outils présentés
sont illustrés sur quelques problemes inverses « simple&Est{a-dire linéaires) que
I'on rencontre en astronomie : reconstruction de front dea partir de mesures Hart-
mann-Shack, restauration d’'images corrigées par optidaptative, et reconstruction
d’'images multi-spectrales en interférométrie a frangeendCes outils peuvent éga-
lement s’appliquer a des problemes inverses non linéaoesTe I'analyse de front
d’onde au voisinage du plan focd, [6] ou la reconstruction d’'images en interféromé-
trie optique [/, 8] a partir de modules carrés de visibilités et de cloturestuesp.

9.6.2 Notion de probleme bien posé

Appelonso la grandeur physique d’intérét, qu’on appellera dans leesi objet »
observé (phase aberrante dans le cas d’'un analyseur dedfoortte, distribution de
luminance de I'objet astrophysique observé dans le casdinage au plan focal d’'un
télescope, spectre d'un objet dans le cas d’un spectrograpt). Appelons les don-
nées mesurées (pentes de Hartmann-Shack, image, spestreépec). Considérons
pour l'instant queo et sont des grandeurs continues, c’est-a-dire des fonctims (
I'espace ou du temps) appartenant a des espaces de Hilbé&streepectivement et
Y.

Le modéle direct, déduit de la Physique, permet de calculenadele des données
pour un objet connu. C’est celui utilisé dans une simulatiedonnées :

i=H/(o). (9.1)

Nous nous limitons ici & un modeéle dirdittéaire, c'est-a-dire :

i = Ho, (9.2)

ou H est un opérateur linéaire continu dedansY . C'est dans ce cadre que Hada-
mard a introduit le concept dprobléme bien posé

A titre d’exemple et pour fixer les idées, dans le cas ou ce teatiéect est linéaire
et invariant par translation (imagerie de 'Espace depol a I'intérieur du domaine
isoplanétique par exemplé), est un opérateur de convolution, et il existe une fonction
h appelée réponse impulsionnelle (RI) ou fonction d’étaletde point (FEP) telle que

i = Ho = ho. (9.3)

On cherche a inverser I'équatiof.p) c’est-a-dire a trouves pour: donné. On dit
gue le probléeme edtien pos€au sens de Hadamard) si la solutiovérifie & la fois les
conditions habituelles d’existence et d’unicité mais alassondition moins classique
de stabilité, c’est-a-dire si la solution dépend continfittkes données En d’autres
termes, une petite variation des données — en pratique, utree réalisation du bruit
aléatoire — ne doit entrainer qu’une petite variation delatfon. Ces trois conditions,
dites conditions de Hadamard, se traduisent respectiviepaei?] :

2 Jacques Hadamard (1865-1963), mathématicien francaisptaitimé a la théorie des nombres et a
I'étude des problemesien posés
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— existence: il existeo € X tel quei = Ho, soiti € Im(H) (i est dans I'espace

image de I'opérateuf) ;

— unicité : le noyau def est réduit & zéro, sol{er(H) = {0} ;

— stabilité : I'inverse® de H surlm(H) est continu
Cette condition de stabilité est équivalente & la condifia\//) fermé, soit encore
Im(H) = Im(H).

Pour nombre de problemes inverses, méme les deux prem@&pesaonditions ne
sont pas remplies, sans parler de la troisieme. En effeteddarim(H) est 'ensemble
des images possibles en I'absence de bruit, ensemble qlusgietit que I'espace des
données bruitées auquel appartieriEn imagerie par exemplémn(H) est un espace
vectoriel qui ne contient aucune fréquence supérieure eépuénce de coupure op-
tique du télescopelf/\), alors que le bruit en contient. En général, I'existencéade
solution n’est donc pas assurée. D’autre part, le noya#l/ dmntient tous les objets
« non vus » par linstrument. Ainsi, pour un analyseur de marin-Shack, ce sont
les modes spatiaux (par exemple décrits en termes de pobsmdmZernike) non vus
comme le pistonZ;) ou le mode dit gaufre ; pour un imageur ce sont les fréquences
spatiales supérieures a la fréquence de coupure optiquélahcope. Le noyau n'est
donc généralement pas réduif@ et I'unicité n’est pas assurée.

Le mathématicien Nashe#][a introduit le concept de probléme bien posé au sens
des moindres carrés, qui permet a la fois de répondre pesient aux questions d’exis-
tence — en pratique — et d’unicité, puis de montrer gu’'unerigion faite au sens des
moindres carrés ne conduit pas a une bonne solution du pnehiléverse a cause de
son instabilité, aussi appeléen robustesseau bruit. Il demeure donc mal posé.

On dit queoyc est une solution aux moindres carrés du probl&n2esi :

i — Howel? :12f||¢—Ho|\2, (9.4)

ou

|| est la norme euclidienne du,. Nashed montre alors ceci :

— existence: une solution de type moindres carrés existe si et seulesiente
Im(H) + Im(H)*. Cette condition est toujours vérifiéelsi(H) est fermé;

— unicité : si plusieurs solutions existent, on choisit celle, uniqgde norme
(d’« énergie ») minimale, c’est-a-dire qu’on projette ldusimn sur I'orthogo-
nal du noyauKer(H)*. On la notef fi. On appelle « inverse généralisé » et on
note H' cet opérateur, qui & todtc Im(H) + Im(H)* associe la solution aux
moindres carrés de norme minimale de- Ho, c’est-a-dire la seule solution
dansKer(H)*.

On montre de plus quB T est continu si et seulementlsi(H ) est fermé §].

On dit que le probléem@.2est bien posé au sens des moindres carrés si une solution
aux moindres carrés (de norme minimale) existe, est unefuest stableie., dépend
contindment des donnéBsOn voit alors que le problenB2est bien posé au sens des
moindres carrés si et seulementhi est continu, c'est-a-dire si et seulemeritsi H)
est fermé. Et pour nombre d’opérateurs, par exemple loréfjest la convolution par
une réponsé de carré intégrable, cette condition n’est pas vérif@e [

Une caractérisation des solutions aux moindres carrésgiatenbien comprendre
intuitivement ce qu’est une telle solution : séit un opérateur linéaire continu d'un
espace de Hilberk vers I'espace de Hilbeft', alors les trois propositions suivantes

SLinverse deH surlm(H), noté H ', est bien défini car on supposer(H) = {0}.
4La qualification de deobustesse au bryisouvent employée a propos des méthodes d'inversionfigigni
que celle-ci est telle qu’elle n'amplifie pas exagérémepuigsance du bruit.
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sont équivalentes :
a i Hb 2 —inflli - H 2.
@ i — Houcll” = inf [l — Hol[*;

(b) H*Howe = H*i, 00 H™ estl'adjoint deH (équation normale); (9.5)

(c) Houc = Pi, ou P estl'opérateur de projection (orthogonale)desurIm(H).

En particulier, la caractérisation (c) nous apprend queolat®n aux moindres
carrés résoutxactemenitéquation de dépari.2) quand on projette les donnéesur
(la fermeture de) I'ensemble des données possibles erehaegde bruitfm(H).

Dans le cas de la dimension finie, c’est-a-dire pour les grobk pratiques,e.,
discrétisés, un sous-espace vectoriel est toujours fdParéconséquent on est assuré
a la fois de I'existence et de la continuité de I'inverse gahgé. Cependant, le ca-
ractere mal posé du probleme continu ne disparait pas perédsation, il change
simplement d’aspect : I'instabilité mathématique du peotd continu, traduite par la
non-continuité de I'inverse généralisé en dimension iefise traduit en une instabilité
numeérique du probléme discrétisé : le probléme inversedisé, en dimension finie,
estmal conditionnécomme nous le détaillons plus loin. Le conditionnemenhgito-
bleme inverse discrétisé caractérise la robustesse atldmude I'inversion; il estlié a
la dynamique des valeurs propresidéH (matrice en dimension finie), et est d’autant
plus mauvais que cette dynamique est grande. Nous renvég/tatteur a B, chap. 1]
pour un traitement bien plus complet.

9.6.3 Les méthodes d’inversion classiques

Dans ce qui suit, nous considérons que les données, quid@nuétiérisées, sont
discretes, finies et rassemblées dans un veét&ir imagerie, pour une image de taille
M x M, i est un vecteur de taill@/2 qui concaténe les lignes ou les colonnes de
'image. Notons que cette concaténation n’est pas a fains tacalcul, nous I'utili-
sons ici d’'un point de vue conceptuel. La premiére étape déslalution du probleme
inverse consiste a discrétiser également I'objet recléasdm le décomposant sur une
base finie (base de pixels ou de sinus cardinaux pour une jrbage de polynémes de
Zernike pour une phase aberrante). Le modéle qui tefieé est donc une approxima-
tion du modéle direct continu des équatiofisl) ou (9.2). En y incorporant explicite-
ment les incertitudes de mesures sous forme d’'un bruitidddftecteur composé de
variables aléatoires) il s'écrit :

i=H(o)+b (9.6)
dans le cas général et
i=Ho+b (9.7)

dans le cas linéairdl étant une matrice. Dans le cas particulierlireprésente
une convolution discréte, le modéle direct s’écrit :

i =h¥o+b, (9.8)

ou h est la réponse impulsionnelle du systemeketiésigne la convolution discrete.

Notons que, dans le cas d’un bruit de photons, le bruit n’astguditif, au sens
ou il dépend des mesures non bruitd€s : la notation de I'équation9(6) est alors
quelque peu abusive

5Certains auteurs, par ex3,[chap. 3] ou 10], notenti = Ho ¢ b le modéle direct bruité pour signifier
une opération de bruitage qui peut dépendre, en chaquerddda donnée, de la valeur de la donnée non
bruitée.
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9.6.3.1 Meéthode des moindres carrés

La méthode la plus universellement utilisée pour estimerdgametres a partir
de données est la méthode des moindres carrés. Cette méthode consestheicher
Onc qui minimise I'écart, en moyenne quadratique, entre lesdesi et le modeéle de
donnéedi (o) :

Owc = arg min i — H(o)|?, (9.9)

ou arg min signifie argument du minimum dt|| désigne la norme euclidienne. Cette
méthode a été publiée pour la premiére fois par Legéreiel 805, et vraisemblable-
ment découverte par Gadsguelques années plus tot mais sans étre publiée —Mjir [
pour une analyse détaillée de cette fameuse querelle. Hegeiilisa la méthode des
moindres carrés pour estimer I'ellipticité de la Terre atipate mesures d’arc, dans
le but de définir le métre. Dans le cas ou le modéle des messtréindaire et donné
par 9.7), la solution est analytique et s’obtient en annulant lelgnat du critére 9.9) :

H'Hoyc = H'i. (9.10)

Si H'H est inversible -i.e,, si le rang de la matrickl est égal a la dimension du
vecteur inconnw — alors la solution est unique et s’exprime comme :

ouc = (H'H) ™' H'. (9.11)
Sinon, comme en dimension infinief(9.6.2), il existe une infinité de solutions mais

une seule de ces solutions est de norme minimale. Clasel'se généraliséue 'on
noteH .

9.6.3.2 Relation entre moindres carrés et filtre inverse

Quand le processus de formation d’'image peut étre modédiséne convolution, le
caractere invariant par translation de I'imagerie se titigghr une structure particuliére
de la matriceH ; cette structure est approximativement celle d’'une matricculante
(pour une convolution a une dimension), ou circulante pac&la blocs circulants
(pour une convolution a deux dimensions). Sous cette appadiion, qui revient a
rendre périodique la réponse impulsionndllda matriceH se diagonalise par trans-
formée de Fourier discreta b, calculable par un algorithme d&T), et ses valeurs
propres sont les valeurs de la fonction de transhe(tiéfinie comme larFp de h).
On peut alors écrire la solution aux moindres carrés de noningnale du paragraphe
précédent dans le domaine de Fourier didcret

x R (u) i(u)
oyc(u) = ————= =
[h(u)[?
ol - représente la transformée de Fourier discréte. Dans le’'nasntbdéle de don-
nées convolutif, la solution aux moindres carrés est doantique aufiltre inverse(a
I'approximation sus-mentionnée pres).
ou - représente la transformée de Fourier discréte. Dans le’'oasmbdéle de don-
nées convolutif, la solution aux moindres carrés est doastique atfiltre inverse a
I'approximation sus-mentionnée prés.

(u) Vutel queh(u) #0, etOsih(u) =0. (9.12)

S =

6 Adrien-Marie Legendre (1752-1833), mathématicien fra;gont les contributions furent importantes
en statistique, en algébre et en analyse.

7 Carl Gauss (1777-1855), appelépence des mathématicienastronome et physicien allemand, dont
les contributions furent aussi diverses que profondes desislomaines.

8A la matriceH' correspond dans le domaine de Fourier discret la fonctiomatisferth” et les inver-
sions matricielles donnent des inverses simples.
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9.6.3.3 Meéthode du maximum de vraisemblance

Dans la méthode des moindres carrés, le choix d’'une mesarkafique de I'écart
entre données et modele de donnéds (o) n'est pas justifié, si ce n'est par le fait
que I'on peut mener analytiquement le calcul de la solutitmoutre, cette méthode
n'utilise aucunement notre éventuelle connaissance agsiptés statistiques du bruit.
Or cette information sur le bruit permet d'interpréter lathwde des moindres carrés
et surtout de I'étendre.

Modélisons les incertitudes de mesbreomme un bruit de loi de probabiliig (b).
D’aprés I'équation9.6), la loi des donnéesconditionnellement a I'objet, c’est-a-dire
a objeto donné (supposé connu), est afors

p(i]o) =py(i — H(o)) (9.13)

L'équation ©.13 permet de tirer des réalisations de données bruitées szamtl'obje,t
c’est-a-dire de simuler des données. Dans un problémesievar contraire, on n'a
gu’une réalisation des données (celles effectivement espet on cherche a estimer
I'objet. La méthode du maximum de vraisemblanee [ consiste justement a renver-
ser le point de vue sui(i | o) en considérand comme une variable, fixe égal aux
données, et arechercher 'obgejui maximisep(i | o). La quantité (i | o) vue comme
une fonction de est alors appelée laaisemblanceles données, et I'objéi,, quila
maximise est celui qui rend les données effectivement ebssiles plus probabiés

Oyy = argmax p(i | o). (9.14)

Le modéle de bruit le plus utilisé est sans conteste le maglssien centré (c’est-
a-dire de moyenne nulle) caractérisé par sa matrice de ieoneaC,, :

p(i|o) aexp{% [i — H(o)]' C, [iH(o)]}. (9.15)

Le bruit est dit blanc si sa matrice de covariance est didgoSade plus cette matrice
est proportionnelle a I'identité alors le bruit est dit biastationnaire ou homogéne.
Le bruit de lecture d’'un détectearcD est souvent modélisé par un tel bruit gaussien
centré stationnaire. Le bruit de photons est blanc maislauitine loi de Poisson, dont
on peut montrer qu’a fort flux elle tend vers une loi gausséenan stationnaire de
variance égale au signal détecté en chaque pixel.

La maximisation de la vraisemblance est évidemment éaritala la minimisa-
tion d’'un critére défini comme I'opposé du logarithme de edll et appelé anti-log-
vraisemblance :

Ji(o) = —1Inp(i| o). (9.16)
Dans le cas d’un bruit gaussien, I'anti-log-vraisemblasiéerit :
1., 1.
Jilo) = 5 i — H(o)]'C, ' i — H(0)]. (9.17)

Si en outre le bruit est blanc, alors :

|i(k) — H(o)(k)|?
; =708 , (9.18)

9Cette équation se lit : « la probabilité¢ desachanto est la loi du bruit er — H (o). »
10 a notationarg max se lit « argument du maximum » et désigne la valeur de la Variqi maximise
la quantité qui suit (icp(z | 0)).

JZ(O) =

N | =
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ol lesa? (k) sont les éléments de la diagonale @g. J;(o) est un critére dit de
moindres carrés pondéréSi le bruit est de plus stationnaire de variargealors
Ji(o) = 1/(20})||t — H(0)||* est exactement le critére de moindres carrés, atits
dinairespar opposition a pondérés, du paragraphe précédent.

La méthode des moindres carrés peut donc s’interpréter @oommaximum de
vraisemblance si le bruit est blanc gaussien stationnaversement, si la loi du bruit
est connue mais est différente, le maximum de vraisemblpaoeet de prendre en
compte cette connaissance sur le bruit et généralise a®radindres carrés.

9.6.3.4 Exemple : reconstruction de front d’'onde par maximm de vraisem-
blance

Considérons un analyseur de Hartmann-Shack qui mesurddésstons dues a
la turbulence atmosphérique sur un télescope observasgd&e depuis le sol. On dé-
compose la phase dans la pupille sur une base (nécessdieomguée en pratique)
de polyndmes de Zernika, :

Emax

o(x,y) =Y onZk(x,y) (9.19)
k=1

On recherche dono, la collection des coefficienis, de cette décomposition, a
partir de la mesure des pentes moyennes, concaténées deestear de mesures
Le modéle de données est identique a I'équat®i) ( « = Ho + b, ouH est essen-
tiellement un opérateur de dérivation appelé matrice éfettion. Dans la simulation
présentée ci-apres, I'analyseur de Hartmann-Shack eagfiex 20 sous-pupilles dont
276 recoivent de la lumiére, du fait d'une occultation centr@feroir secondaire du
télescope) d83%, ce qui donné52 mesures de pentes. La phase turbulente vyraie
est une combinaison linéaire dgax = 861 polyndmes de Zernike tirée selon une sta-
tistique de Kolmogorov. La matridd est donc de taill&52 x 861. Le bruit ajouté sur
les pentes est blanc gaussien stationnaire et de variaatea&tp variance des pentes
non bruitées, soit un rapport signal a bruit deur chaque mesure. Dans ces condi-
tions, I'estimée de la phase, au sens du maximum de vraiseicd| est identique a
la solution au sens des moindres carrésparagraphe précédent). La matriEEH
de I'équation 9.11) est de taillekmax X kmax €t N'est pas inversible (car on n’a que
552 mesures). La solution inverse généralisée est inexpleitzdr complétement do-
minée par le bruit. Le remede souvent retenu est de rédonede la reconstruction
de front d’onde, la dimensiok[S, de I'espace des inconnues Ce reméde est une
des méthodes degularisationconnues et est appelégularisation par controle de
la dimension(cf [2] ou [3, chap. 2] par exemple). Un exemple de reconstruction pour
différentes valeurs del5s, est présenté Fi@.1
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299

Phase vraie MV ke =3 MV kiSe =21

max

8 X

MV EffS = 55 MV EkfES = 105 MV EfES = 210

FiG. 9.1 — Reconstruction de front d’onde. Phase simulée (éppghase vraie, en
haut a gauche) et phase reconstruite par maximum de vradiaeocebpour différents
nombres de modes de Zernike considérés.

Pourk[ts, = 210, valeur bien inférieure au nombre de mesures, la phase secon
truite est déja inacceptable. Sa forme particuliére estaduit que le télescope a une
obstruction centrale et que I'on n’a donc pas de mesures @ivecde la pupille. Cet
exemple illustre bien les cas ol la matridéH, bien qu’inversible, est mal condition-
née, c'est-a-dire a des valeurs propres trés proches dedyi @@nduit a une ampli-
fication non contrblée du bruit. La troncature de I'espace st#utions a des valeurs
plus faibles dek 5, produit des solutions plus raisonnables, mais d’une pashé&x
optimal dek(:5, dépend de la force de la turbulence et du niveau de bruit efglage
est difficile a faire en pratique, d’autre part cette tromcatréalise une erreur de modé-
lisation puisqu’elle revient a négliger toutes les compdsside la phase turbulente au
dela dek[:s,. Nous voyons plus loin comment 'introduction de connaisssa priori
sur la régularité spatiale de la phase (spectre de Kolmey@ermet d’obtenir une
solution meilleure sans cette réductiath hocde I'espace des inconnues.

9.6.3.5 Interprétation de I'échec des méthodes non réguleées

L'échec de la méthode du maximum de vraisemblance, illagie& 'exemple pré-
cédent, peut surprendre au vu des bonnes propriétésigtasidu maximum de vrai-
semblance, qui est un estimateur convergentvers la vrigamdes parameétres lorsque
le nombre de données tend vers l'infini, qui est asymptotitgrd efficace, etc. Mais
ces bonnes propriétés ne sont qu'asymptotiques, c'ese&d’elles ne concernent
que les situations ou I'on a un baontraste statistiquedéfini simplement comme le
rapport du nombre de mesures au nombre d’'inconnues.

Dans la pratique et en particulier dans I'exemple précédend souvent & estimer
un nombre de paramétres qui est du méme ordre de grandew o bre de mesures,
parfois plus grand, auquel cas ces propriétés asymptatigeesont d’aucun secours.
Dans cette situation, fréquente, d’un contraste statistidéfavorable, I'inversion est
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instable, c’est-a-dire trés sensible au bruit, ce qui peut/ent s’interpréter comme
provenant du caractére mal posé du probléme en dimensioieisbus-jacent.

La restauration d'image est un autre cas typique de cettatiin : pour une image
de M x M pixels, on cherche évidemment & reconstruire un objet deertéitte, et
si 'on augmente la taille de I'image on augmente de la mémeiéna le nombre de
parameétres inconnus liés a I'objet, sans améliorer le astdrstatistique, qui reste de
I'ordre de 1. On a vu que la solution aux moindres carrés éfits ce cas donnée
par le filtre inverse, dont on sait justement qu'il est tréstable vis-a-vis du bruit.
Cette instabilité se comprend aisément en réinjectanuéiéign de mesured(8), dans
le domaine de Fourier discret, dans la soluti®rig) :

(9.20)

Il est clair d’aprés cette équation que le bruit est trés #m@plour toutes les fréquences
pour lesquelles la valeur de la fonction de transhegst proche de zéro. On peut penser,
pour réduire I'amplification du bruit, a modifie® (12 et ne réaliser la division depar

h que pour les fréquencesou la fonction de transfef n’est pas « trop petite ». Ceci
constitue également une régularisation par contréle daviamkion de la solution, trés
similaire au choix d’'urk 5, pour la reconstruction de front d'onde, et souffre du méme
caracteread hocainsi que de la méme difficulté de réglage.

En résumé, les méthodes d’inversion simples telles que tésdres carrés ou le
maximum de vraisemblance ne donnent des résultats sséisfaique si I'on a un bon
contraste statistique. Ainsi, le maximum de vraisemblged s’appliquer avec suc-
ces a des problemes tels que le recalage d’imagle ¢u I'on recherche un vecteur a
deux dimensions, afin de recaler entre elles deux imagesit@es d’'un grand nombre
de pixels. Plus généralement la recherche des quelqueblesid’'un modéle paramé-
trique parcimonieux a partir de données en assez grand marabtimation du diametre
d’une étoile a partir de visibilités en interférométrie igpie, estimation de I'ellipticité
de la Terre a partir de mesures d’arc, etc.

Dans nombre de problémes ou le contraste statistique resstgworable, le pro-
bléme est mal conditionné et la régularisation c’est-a-tajout, lors de I'inversion,
de contraintes et de connaissanagwiori sur la solution, est tres profitable, comme
nous le montrons maintenant.

9.6.4 Inversion régularisée

La régularisation d’'un probléme inverse correspond a&idée les données seules
ne permettent pas d’obtenir une solution acceptable el fqwit donc introduire une
informationa priori sur la régularité de I'objet a estimer. Nous entendons icilpa
termerégularitéle fait que I'objet, pour des raisons physiques tenant a sa@méme,
doit posséder certaines propriétés, ou encore obéir droesteegles (de signe, de taille,
de fréquences par exemple). La solution résulte alors ddampromis entre I'exigence
de fidélité aux données et celle de la régularité postulémipet.

En effet, plusieurs solutions trés différentes, certairessmauvaises et d’autres trés
bonnes, peuvent étre compatibles avec les données ; aimrsi'deemple précédent de
reconstruction d’un frontd’onde, la phase vraie et la pfasenstruite pouk s, =210
(Fig. 9.1) donnent des valeurs de vraisemblance trés voisines;&'dse sont toutes
les deux fidéles aux données. De plus, la solution plus « dgypdes réguliere, obtenue
pour k5, = 55 est moins bien ajustée, c’est-a-dire est moins fidéle auxéemque
celle pourkEs =210 — car elle a été obtenue par une optimisation sur moins deégegr
de liberté — et pourtant elle est bien plus proche de la phase.v
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9.6.4.1 Estimation bayésienne et estimateur du maximum posteriori

L'estimation bayésienne, que nous présentons brieverogridrmet de combi-
ner naturellement I'information apportée par les mesutésérmation disponiblea
priori. Supposons avoir exprimé notre connaissanpgori de I'objet observé par une
distribution de probabilité, dite Ia priori p(o). Il ne s’agit pas de supposer que I'ob-
jet observé egtellementa réalisation d’'un phénoméne aléatoire depl@i) ; cette loi
doit simplement étre représentative de nos informatepsiori, c'est-a-dire prendre
des valeurs faibles pour les objets reconstruits qui serpieu compatibles avec celles-
ci, et des valeurs élevées pour les objets tres compatibles.

La régle de Bayes permet d’exprimer la probabilité de I'objet conditionnelle-
ment aux mesureg dite probabilitéa posteriori— c’est-a-dire probabilité de I'objet
apres avoir fait les mesures — en fonction de la probalzilftéori de I'objetp(o) et de
la probabilité des mesures conditionnellement a I'ohjét] o). Cette derniére proba-
bilité contient nos connaissances sur le modele de formagodonnées, y compris le
modeéle de bruit. La régle de Bayes s’exprime ainsi :

p(ilo) x p(o)

@) x p(i] o) x p(o). (9.21)

plo]i) =
Muni de I'expression précédente, comment doit-on chdsiijét reconstruib qui
estimerait au mieux le véritable objet? Un choix couramnfibtest I'estimateur du
maximuma posterioriou MAP. Il consiste a définir comme solution I'objet qui maxi-
mise la probabilité posteriorip(o| i) :

Owap = argmaxp(o|i) = argmaxp(i | o) x p(o). (9.22)

C’est I'objet le plus probable, sachant les données et nesaissancea priori. Cette

probabilitéa posteriorj vue comme une fonction de I'objet, est appelgg@semblance

a posteriori Elle prend en comptejia I'équation @.21), a la fois les mesures le

modéle de formation de données et les connaissamgemri. En particulier, il est

remarquable qu’avec uapriori uniforme (o) = constante), c’est-a-dire une absence

d’information sur I'objet, leMAP redonne la méthode du maximum de vraisemblance.
On peut montrer que le choix de I'estimatewr correspond a minimiser le risque

moyen pour une fonction de co(t particuliére, dite en taudien, mais ceci dépasse le

cadre de cette introduction aux problémes inverses. Déautinoix de fonction de co(t,

tels que le choix d'u® minimisant I'erreur quadratique moyenne a I'objet wwaous

la loi a posteriorj peuvent étre envisagés mais conduisent a des co(ts plostan{s

en temps de calcul de la solution. Le lecteur intéressé paamsulter un ouvrage de

référence sur la théorie de I'estimation tel qag][

9.6.4.2 Equivalence avec la minimisation d’un critére réglarisé. Lien avec les
moindres carrés

La maximisation de la vraisemblanagosterioriest équivalente a la minimisation
d'un critéreJyap (0) défini comme I'opposé du logarithme de celle-ci. D'apré29)
ce critére peut s'écrire comme la somme de deux composantes :

Juar (0) = —Inp(i] 0) — Inp(o) = J;(0) + J,(0), (9.23)

11 Thomas Bayes (1762-1761), mathématicien britannique légarincipal travail, portant sur les proba-
bilités inverses, ne fut publié que de fagon posthume.
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ol J; est le critere de fidélité au données déduit de la vraisernbl@h Equ. ©.16)
qui est souvent un critére de moindres carrés efgo) = — Inp(o) est un critére dit
derégularisationou depénalisation(de la vraisemblance) qui traduit la fidélité a I
priori.

L'écriture de la solutionvap comme I'objet qui minimise le critered(23 fait
clairement apparaitre qu’elle réalise le compromis entiéité aux données et fidélité
a l'a priori annoncé au début de la secti@6.4

Lorsqueo n’est pas la réalisation d’'un phénomeéne aléatoire, dg(lo) (par ex-
emple en restauration d'image)),(o) comprend généralement un facteur multiplicatif
appelé coefficient de régularisation ou hyper-param&tdent la valeur régle le point
de compromis. Des méthodes d’ajustement non supervisst-@-dire automatique)
de ce coefficient existent mais dépassent le cadre de cedgeivre lecteur intéressé
pourra consulter les chapitres 2 et 3 8ggour une synthése sur cette question.

9.6.4.3 Le cas linéaire et gaussien. Lien avec le filtre de Wier

Nous considérons ici le cas ol le modeéle de données estrin@zgu. 0.7)), le
bruit est supposé gaussien et priori adopté pour I'objet est également gaustiede
moyenneo et de matrice de covarian€g, :

(0) o exp {—%(o —8)'C (o - a)} . (9.24)

En utilisant I'équation9.17), on voit que le critere a minimiser pour obtenir la solution
MAP est :
1 1
June (0) = 5 [i - Ho|' C, ' [i — Ho| + 50— 0)'C;'(0—0). (9.25)

Ce critére est quadratique eret son minimum est donc analytique ; celui-ci s'obtient
en annulant le gradient du critére :

owe = (H'C;'H+C; )™ (H'C; '+ C; o). (9.26)

Quelques commentaires permettent d’éclairer ce résudppdrence un brin rébarba-
tive. Tout d’abord, la solution maximum de vraisemblan@btient en prenar®, ! =

0 dans cette équation. Incidemment, ceci montre que la salut correspond, dans
le cadre bayésien, a supposer une énergie infinie poknsuite, en prenant de plus
C, proportionnelle a la matrice identité, on voit que I'on mive exactement la solu-
tion moindres carrés de I'équatiof.{1). Enfin, le cas de la déconvolution est parti-
culierement éclairant : on suppose que le bruit est stasivanle densité spectrale de
puissance (DSPRY:, que la loia priori sur I'objet est également stationnaire avec une
DSPS,, et on fait pour toutes les grandeurs en jeu la méme approximae périodi-
cité qu'au paragraph@6.3.2 Toutes les matrices de I'équatioh 26) se diagonalisent
alors dans la méme base de Fourier discrete, et la solutigrafms s'écrire dans cette
base, avec des multiplications et des inverses simplesgblns matricielles :

Oune (1) = — h () i(w) + — So/Sl) s (9.27)
|h|?(w) + Sb/So(u) |h|2(u) + Sp/So(u)

12 On désigne panyper-paramétréensemble des paramétres du modéle des données (par exidace
du bruit) ou du modele priori (par exemple la turbulence atmosphérique et donc le paramgt qui sont
fixés lors de l'inversion.

13Nous ne supposons pas du tout ici quédame de I'objet est gaussien, mais que diatribution de
probabilité est gaussienne. C'est le cas par exemple lorggest une phase turbulente qui suit la statistique
de Kolmogorov.
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Dans cette expressiols;/S,(u) est I'inverse d’un rapport signal a bruit (RSB) a la
fréquence spatiala eto est la TF de I'objen priori, généralement pris nul ou égal a
un objet de valeur constante. Cette expression est cellétrdude Wienemour le cas

ou I'objeta priori n’est pas nul. Pour les fréquences ou le rapport signal &dstifort,
cette solution tend vers le filtre inverse ; pour les fréqesrmu ce rapport est faible, la
solution tend vers I'objea priori. On peut méme voir qu’'a chaque fréquence spatiale
u, la solution est sur un segment qui relie la solution du maxinde vraisemblance
(filtre inverse) a la solutior priori, la position sur le segment étant donnée par le
rapport signal a bruit :

O (u) = a %“) + (1 —a)o(u), (9.28)
en ayant posé :
712
o= [A[*(w) (9.29)

|h[?(w) + Sb/ S0 (u)

Cette expression illustre bien le fait que la régularisatiéalise uncompro-
mis biais-variancequi permet de réduire I'erreur d’estimation : I'erreur quatitjue
moyenne sur I'objet estimé est la racine de la somme du lkEgé au carré, et de la
variance de I'estimateur utilisé. La solution filtre inver@btenue pou6,/S, = 0)
est a biais nul mais amplifie le bruit de maniere non contrGiésst-a-dire a une va-
riance non bornée. La solutio®.@7) est, par rapport a la solution du maximum de
vraisemblance, biaisée vers la solut@priori o ; accepter ce biais permet de réduire
la variance trés notablement et, globalement, de rédw@reslir quadratique moyenne
sur I'objet estimé.

9.6.4.4 Application a la reconstruction de front d’onde

Reprenons I'exemple de la reconstruction de front d’ondaréirme données d’'un
analyseur Hartmann-Shack du paragra@!e3.4 Le bruit est toujours supposé gaus-
sien, blanc, de matrice de covariar@e= ¢2I. On suppose que la phase suit une sta-
tistique de Kolmogorov; elle est donc gaussienne, de neatiéocovariancé€’, connue
et ne dépendant que du diamétre de Frigdjui quantifie la force de la turbulence.
La phase vraie posséde une variance spaﬂ@l& 3,0rd?. La phase la plus probable,
connaissant les mesures et cette informasigriori est la solutiorMmAP donnée par
I'équation ©.26). Cette solution est présentée sur la fig@re; I'erreur d’estimation
correspond & une variance spatiaf, = 0,7rd?, qui est plus faible que celle de
la meilleure des solutions obtenues précédemment en tamdg représentation de
la phase & un petit nombre de polyndémes de Zernikg. (= 0,8rd?, obtenue pour
kftS, = 55). De plus, la solutiomAP ne nécessite pas I'ajustement, délicat en pratique,

max —
rec
de la valeur dé:[ 5,
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S X

L

B

Phase vraie solutiomAP solutionmv, kF, = 55
2 __ 2 2 2 2 2

o, =30rd o, =07rd 2., =038rd

FiG. 9.2 — Phase turbulente a estimer (gauche). Phase estiméeapa(centre).
Meilleure phase estimée psiv sur une base tronquée (droite).

La solutionmAP tire parti des connaissancagriori sur la statistique spatiale de
la turbulence. Pour une utilisation en optique adaptativg,(ou la fréquence d’échan-
tillonnage est généralement bien supérieuie' &, il est judicieux d’opter pour une
extension naturelle de cet estimateur qui utilise égaléhesnconnaissancespriori
sur la statistique temporelle de la turbulence; cette ekbenest I'estimateur optimal
du filtrage de Kalmani4].

9.6.5 Une application a 'imagerie par optique adaptative

Nous appliquons ici ces outils de résolution du problémelis® a un cas particu-
lier, celui de I'imagerie par optique adaptative, dont nptésentons quelques illustra-
tions.

9.6.5.1 Ingrédients de la déconvolution

Les images longue pose corrigées pardoivent étre déconvoluées, car la correc-
tion réalisée n’est que partielle. En considérant la répomgpulsionnelleh connue,
I'objet estimé au sens duAP, notéoy.p, €st donné par I'équatio® (22 c’est-a-dire
est celui qui minimise le criteré®(23. Voyons comment définir les deux composantes
de ce critére.

Afin de pouvoir restaurer des objets a grande dynamique,ééts en astronomie,
le terme de fidélité aux donnédsdoit incorporer une modélisation fine du bruit pre-
nant en compte a la fois le bruit de photons et le bruit éledque. Ceci peut étre
réalisé en approximant le bruit de photons comme un bruiggjan non stationnaire et
aboutit & un critére/; du type moindres carrés pondérés (équattha®) plutdt qu'a
un terme de moindres carrés ordinaireS[(L5] par ex.).

Pour des objets a bords francs comme des satellites attificies astéroides ou
des planétes, uma priori gaussien (comme celui qui aboutit au filtre de Wiernér,
paragraph®.6.4.3, ou de maniére équivalente un critére de régularisatiadratique,

a tendance a lisser les bords et a introduire prés de celes@stillations parasites ou
ringing. Une interprétation de cet effet est qu’une régularisatjopadratique donne a
I'apparition d’'un saut (bord franc sur I'objete., différence de valeur importante entre
pixels adjacents), lors de la minimisation du critdig (o), un colt proportionnel au
carré de la valeur du saut. Une solution est alors d'utilisecritére préservantles bords
francs (ouedge-preservingcomme les critéres dits quadratiques-linéaires/.oil;,
qui sont quadratiques pour les faibles sauts et linéaires les forts sauts. La partie
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guadratique assure un bon lissage du bruit et la partieitem@anule la pénalisation
des bords — voir les chapitres 6 et 10 8egour plus de détails.

Par ailleurs, pour de nombreuses raisons, on est souveméaineonsidérer que
la réponse impulsionnelle est imparfaitement connue. Effectuer une déconvolution
« classique » c’est-a-dire en supposant la réponse impulsie connue mais avec
une réponse impulsionnelle fausse peut conduire & destatssohtastrophiques. A
l'inverse, la déconvolution dite aveugle, ou I'on minimiseméme critereq.23 mais
en recherchant simultanémemtet h, est tres instable, a I'instar des méthodes non
régularisées. Ldéconvolution myopeonsiste a estimer conjointemenéet h dans un
cadre bayésien avec une régularisation naturelle pouptanse impulsionnelle et sans
avoir a régler d’hyper-paramétre supplémentaire. L'eatearmAP conjoint est donné
par :

(6,h) = argmaxp(o, h|i) = argmaxp(i| o, h) x p(0) x p(h)
o, o,

= ar%%ﬁn (Ji(o, k) + Jo(0) + Jn(h)),

nou.J, est un critere de régularisation sty qui introduit des contraintes sur la varia-
bilité possible de la réponse impulsionnelle (vdi6] pour plus de détails).

Le paragraphe suivant présente des résultats sur donngésmeantales obtenus
avec la méthode de restaurationdviRAL décrite dans 0], qui combine les trois
ingrédients évoqués ci-dessus : la modélisation fine du, tewégularisation non qua-
dratique et I'aspect myope.

9.6.5.2 Restauration a partir de données astronomiques eg&gmentales

L'image de la figured.3a montre une longue pose corrigée parde Ganymede,
satellite de Jupiter. Cette image a été enregistrée le 28909 sur le banc dia de
'O NERA installé sur le télescope de52 m de I'Observatoire de Haute-Provence. La
longueur d’'onde d’'imagerie est = 0,85 um et le temps de posE#0 sec. Le flux to-
tal estimé es8 x 107 photons et le rapporD /ry estimé esR3. Le champ total est
de 7,9 arcsec, dont seulement la moitié est montrée ici. La répanpelsionnelle
moyenne et sa variabilité ont été estimées a partir de Iggstrement de cinquante
images d’une étoile brillante située a proximité. Les figl@&b et c montrent les res-
taurations obtenues par l'algorithme de Richardson-Lwoy pour un bruit de Pois-
son), interrompu a 200 et 3000 itérations respectiveiebBans le premier cas, si-
milaire a une restauration avec régularisation quadretifjtmage restaurée est assez
floue et présente un Iéger « ringing », et dans le second ésssimilaire au résultat
d’un filtrage inverse, le bruit domine la restauration.

14 arrét d’un algorithme non régularisé avant convergenseu@e méthode de régularisation encore ré-
pandue mais tread hog cf [3, chap. 2].
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-

(a) image corrigée pava (b) Richardson-Lucy, 200 it. (c) Richardson-Lucy, 3000 it.

FiG. 9.3 — (a) Image corrigée de Ganymede, obtenue avec le banadd I'ONERA,
le 28 septembre 1997. (b) Restauration par Richardson-Limtgrrompue
a 200 itérations ; (c) idem a 3000 itérations.

L'image figure9.4a illustre la déconvolution myopd Q)] aveca priori préservant
les bords. La figure figur®.4b montre une image synthétique large bande obtenue a
partir de clichés d’'une sonde spatialesA/JPL(voirht t p: / / space. j pl . nasa. gov/)
passée a proximité de Ganymede. La comparaison montre quantlereuses caracté-
ristiques de Ganymede sont correctement restaurées. Wmgacaison plus équitable
consiste & examiner conjointement la déconvolution mydfeeteée par MSTRAL
avec lI'image de la figur8.4b convoluée par la réponse impulsionnelle parfaite d'un
télescope dé,52 m, présentée figure.4c.

(a) déconvolution par MSTRAL (b) base de données JPL (c) image (b) + réponse
(NASA/JPL/Caltech) impulsionnelle du télescope parfait

FiG. 9.4 — (a) Déconvolution par MTRAL de I'image de Ganymede de la figudes.
(b) En comparaison, une image synthétique large bandewdtgace a la base de don-
néesNASA/JPL (c) Méme image synthétique convoluée par la réponse ingoulslle
parfaite d’'un télescope de52 m de diamétre.

9.6.6 Une application a I'interférométrie coronographique

Nous développons un second exemple de probleme d'inversatatif ici a la
détection des planetes extrasolaires a I'aide d'un intenfiétre a frange noire, que
I'on peut aussi appeler interférometre coronographiquecA’instrument Darwin, a
I'étude en Europe, otierrestrial Planet Finder-InterferometémissionNAsSA a I'étude
au cours des années 2000), les données se présenteronhedosnue tres différente
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de celle d’'une image au sens classique du terme. Elles ritécessla mise en ceuvre
d’un processus de reconstruction pour leur exploitatidiesEconsisteront, a chaque
instant¢ de mesure, en une intensité dans chaque canal spectf@tte intensité
peut étre modélisée comme l'intégrale, sur un certain doenangulaire, de la carte
de transmission instantanée de l'interférométe (6) par la distribution d'intensité
de I'objet observév, (0). Le modele de données est donc linéaire mais foncierement
non convolutif, c’est-a-dire tres différent de celui rent@ en imagerie. La carte de
transmission est une simple sinusoide dans le cas d'urférienétre de Bracewell ;
elle devient plus complexe lorsque plus de deux télescapesérent simultanément.
En recombinant les données astucieusement et avec desaatransmission asyme-
triques, il est possible d’éliminer la contribution au siymesuré des composantes de
I'objet observé qui ont une distribution spatiale paireitds stellaires, lumiére exozo-
diacale, et fortiori lumiére zodiacale et émission thermique de I'instrument ¢opt

un niveau constant dans le champ). On peut alors ne rechiglatsede la reconstruc-
tion d'image, que les planétes, ce qui correspond au modabged suivant :

NSI'C

0x(0) =) Fixd(0—6y), (9.30)

k=1

ou Ngrc est le nombre de planétes (supposé ici connujiet est le spectre de la-
ieme planete dans un intervalle spectra)il, Amax fixé par l'instrument. Ce modéle
paramétré permet de contraindre notablement I'inversiaur gontrebalancer le fait
gue les données sont nettement plus pauvres qu’une image.

Avec ce modele d’objet, le modéle de formation de donnéesis:é

NSI'C

i\ = ZRt,A(ek)Fk,A + ¢, (9.31)
k=1

ol by, est un bruit supposé gaussien blanc, dont la variarfgepeut étre estimée

a partir des données et est supposée connue ici. Le probtemese a résoudre est
d’estimer les position8,, et les spectres),  des planétes, que I'on regroupe dans deux
vecteurs noté), F'). La solutionmv est celle qui minimise le critére suivaritq], de
type moindres carrés pondérés au vu des hypothéses faitestsuit :

2

Nsrc
1.
Ji0.F) =D o liea = D Rea(0)Fex (9.32)
tA b k=1

Comme on le verra sur les résultats de reconstruction diision reste difficile dans les
conditions de fort bruit envisagées. Le modéle d’objet aé¢Bqu. 0.30), séparable
entre variables spatiales et spectrales, contient déjgs<mos informations priori
spatiales sur I'objet. Il est néanmoins possible de camdraiencore plus 'inversion en
ajoutant la connaissance supplémentaire que les spestieerchés sont des grandeurs
positives (a toutes les longueurs d’ondes) et de plus sanfatetions relativement
« douces » de la longueur d’'onde. Cette derniére informagirprise en compte en
incorporant au critére a minimiser une régularisation spé& qui mesure la rugosité

du spectre :
Nisrc Amax OMF 2
A
Jo(F) = E M E <8)\7m) ; (9.33)

k=1 A=Amin
ou la dérivéen-ieme du spectrenf = 1 ou2 en pratique) est calculée par différences
finies et ou legi;, sont des hyper-parametres qui permettent de régler le poatsdé a
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la régularisation (voir18] pour plus de détails). La solutiomap est celle qui minimise

le critere compositdyap (0, F') = J;(0, F) + J,(F'). La mise en ceuvre de cette mi-
nimisation est assez délicate du fait de nombreux minimaurdlu critére. Elle utilise

le fait que, pour chaque positighsupposée des planétes, on peut obtenir simplement
I'estiméemaP du spectref’ (0) car le critere/yap est quadratique vis-a-vis des spectres
F'. Sil'on remplace ceux-ci paﬁ‘(a) dansJyuap, ON obtient une fonction & minimiser
partiellement optimisée, qui ne dépend plus (explicitethgue des positions :

Tae (8) = June (8, F(0)) . (9.34)

La minimisation de ce critere est fondée sur une rechercipaestielle des planetes,
a la maniere de I'algorithme KEAN. La figure9.5 montre les cartes du Criters) .
obtenues dans le cas d’'une seule planéte, en fonction desiationsa priori utili-
sées. Il apparait clairement que les contraintes de pibdigv de douceur ajoutées sur
les spectres améliorent notablement I'estimation de I&ipogle la planéte, en discré-
ditant (Fig.9.5droite) des positions compatibles avec les données 9hgauche et
centre) mais correspondant a des spectres trés chaotiques.

MV + positivité spef:tres

FIG. 9.5 — Cartes de vraisemblance pour la position de la plgdé&tprés L 7] et [18)).

A gauche, vraisemblance seule ; au centre, vraisemblamsecemtrainte de positivité
des spectres; a droitRAP c’est-a-dire vraisemblance pénalisée par un critére de-rég
larisation spectrale. Code couleur : noir correspond a waisemblance nulle, rouge a
une vraisemblance maximale. La vraie position de la plaegten bas, légerement a
gauche, bien visible sur 'image de droite.

La figure9.6 montre le spectre estimé d’'une Terre ; comme attendu, ldaBga-
tion spectrale évite I'amplification du bruit et a un effenBéique sur I'estimation.
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FIG. 9.6 — Spectre reconstruit a la position estimée de la ptangdns régularisation
(pointillés) et avec régularisation (tirets), a companespectre vrai d’'une Terre (trait
plein), d'apres17].
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